CHAPITRE

Correction : TD Logique

Tableau de vérité
V=vrai, et F=faux.

Pour la négation :

p|™p
V| F
F|V

Autres définitions :

P gl |pVg|p®Bg|pAg|lp—=q|peg
VvV ¥ ¥V F Vv Vv V
T B Vv F F F
IV V V F \' I
F F I F F V \'

On dit que deux formules propositionnelles sont équivalentes si elles ont la méme table
de vérité.
Exercice 1.

Montrer I’équivalence des formules suivantes

1. T(pVq) et (TpATg)

2.p=qet IpVyq

3.p=qet IpATg

4. T(pAq) et TpV g

5. p=qet Tp="Tg
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Correction : TD Logique
Correction
1. .
plalTp|TgpVve|IlpVve | TpATg
VIV|F | F A% F F
F|F| V|V F \Y% \%
F|V]|]V|F A% F F
VIF|F |V Vv F F
T(pVq) et (Tp A TIg) ont la méme table de vérité alors sont équivalentes.
2. .
plal|Tp| TIpVe|lp=g
VIV |F \% A%
F|F |V \% Vv
F|V |V \Y% \Y
VIF|F F F
p = q et 1pV q ont la méme table de vérité alors sont équivalentes.
3.
plalTp|T¢| TpATlg | p=g
VIVI|F | F F A%
FIF| V]|V V V
F|V|V]|F F \Y
VIF|F |V F F
p = g et IpA g n’ont pas la méme table de vérité alors ne sont pas équivalentes.
4.
pla| | g pVg | pAg| T(pAq)
VIV|F | F F A% F
FIF| V]|V \Y F \Y%
F|V|V]|F \Y F A%
VIF|F |V V F A%
T(p A q) et TpV g ont la méme table de vérité alors sont équivalentes.
9. .
Plal | Tg|p=q| =T
VIVI|F | F \Y \Y
FIF| V]|V V V
F|V|V]|F \Y V
VIF|F |V F F

p = q et Ip = T1g ont la méme table de vérité alors sont équivalentes

Exercice 2

Quelle est la valeur de vérité de chacune des formules suivantes :

1. 3>0)v(1<0)
2.3>0)Vv(1>0)

3. (3>10)A (149 =10)
4. (3>10)A(1+9=11)
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Correction : TD Logique

Correction
1.
3>0)|(1<0)| 3>0)V(1<0)
\% F \Y%
2.
3>0)](1>0)](3>0)V(L>0)
V \Y \Y%
3.
(3>10) | (14+9=10) | (3>10)A(1+9=10)
F \Y F
4.
(3>10) [(1+9=11)| 3= 10)A(1+9=11)
F F F
Négation

La contraposée de (A = B) est (non(B) = non(A)) et ces deux expressions désignent
la méme chose.
Au contraire, une négation désigne la proposition ”opposée” : la négation de (A = B)
est (A et non(B)).

Exercice 3.

Soit f une application de R dans R. Ecrire la négation des propositions suivantes :

1. Pour tout z € R f(z) < 1.

2. L’application f est croissante.

3. L’application f est croissante et positive.

4. 1l existe x € R tel que f(z) < 0.

5. Il existe x € R tel que quel que soit y € R, si z < y alors f(z) > f(y).
Correction

1. I existe z € R, f(z) > 1.

2. L’application f est croissante c’est a dire : pour tout couple de réels (x1;z5), si
x1 < x5 alors f(zq) < f(x). La négation
Il existe un couple de réels (x;x2) tels que (1 < xg et f(xy) > f(xg))

3. ('application f n’est pas croissante ou n’est pas positive)
La négation de 'assertion complete est : Il existe z; € R et x5 € R tels que
(1 <@g et f(z1) > f(xg)) ouil existe x € R, f(z) < 0.

4. Pour tout z € R, f(z) > 0.
5. Pour tout x € R il existe y € R tels que (x <y et f(x) < f(y)).

Exercice 4.
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Correction : TD Logique

Ecrire la négation des formules suivantes :
1. YV, p(x) = q(z)
2. 3z, p(x) Aq(x)
3. Vo Vy, (p(z,y) Aqlz,y)) = r(z,y)
4. 3w vy, q(x,y) = (p(z,y) Vr(z,y))

Correction

1. 3z, tels que p(x) et q(z).

2. Yz, p(z) V q(z)

3. Jx Jy, tels que (p(z,y) A q(z,y)) et Tr(x,y)

4. Yz Ty, tels que q(x,y) et (p(z,y) Ar(z,y))
Exercice 5.

Enoncer la négation des assertions suivantes :

1. Tout triangle rectangle possede un angle droit.

2. dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs;

3. Pour tout entier x il existe un entier y tel que pour tout entier z la relation

z <y implique la relation z < x + 1.
4. ve>03a>0(|az—§| <a=|2z-3<e).

Correction

1. Il existe un triangle rectangle qui n’a pas d’angle droit.

2. Il existe une écurie dans laquelle il y a (au moins) un cheval dont la couleur
n’est pas noire.

3. Sachant que la proposition en langage mathématique s’écrit
VeeZyeZvVzel(z<zr=z<z+1),
la négation est
dreZVyeZIzeZtelsque (z<zetz>ax+1).

3
4. E|€>0Va>0telsque(]x—§\<aet |2z — 3| > ¢).

Exercice 6.

Soit P, (), R des propositions. Dans chacun des cas suivants, les propositions citées
sont-elles la négation 1'une de l'autre ?

1) (PetQ);(non Petnon@) 2) (P = Q);(non @ = non P) 3) (P ouQ);(PetQ)
Correction

1) Non
2) Non
3) Oui négation
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Correction : TD Logique

Ensembles

Exercice

7.

1. Soit A, B deux ensembles, montrer que :

(a)
(b)

C(AuB)=CAnCB
C(AnB)=CAuCB

2. F un ensemble. Montrer les assertions suivantes :

(a)
(b)

VA Be P(EF) (ANB=AUB)= A=B
VA,B,C € P(E) (ANB=ANCet AUB=AUC)=B=C

Correction

L. (a)

(b)

2. (a)

(b)

v e€C(AUB) & 2 ¢ AUB

: scd¢Aetax ¢ B
s relAetrelB
s 2 e (0ANCB)

re€l(ANB)s2¢ ANB
sr¢Aouxr ¢ B
s relAourelB
s xe (CAUlB)

lere Methode : étant donné x € A montrons que x € B. Comme x € A alors
r€ AUB doncxz € ANB (car AUB=ANDB). Donc z € Bet AC B.
Maintenant nous prenons x € B et le méme raisonnement implique x € A.
Donc tout élément de A est dans B et tout élément de B est dans A. Cela
veut dire A = B.

2eme Methode : Nous le montrons par contraposition. Nous supposons que
A # B et non devons montrer que AU B # AN B. Si A # B cela veut
dire qu’il existe un élément x € A\ B ou alors un élément = € B\ A. Nous
supposons qu'il existe z € A\ B. Alors x € AU B mais x ¢ AN B. Donc
AUB# ANB.

Condition suffisante - Condition nécessaire

Exercice

Soient

8.
les propsitions P, ) et R :

P : x est un entier pair.
@ : x est divisible par 4.
R : x est divisible par 2.

1. Le prédicat P est-il une condition suffisante de () 7 Une condition nécessaire ?

2. Le prédicat P est-il une condition suffisante de R? Une condition nécessaire ?
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Correction : TD Logique

Correction

1. x est divisible par 4 signifie 3k € N tels que x = 4k = 2(2k), donc z est pair
alors P est Une condition nécessaire.

Par contre 6 est un entier pair mais n’est pas divisible par 4 alors cette condition
n’est pas suffisante de Q).

2. Le prédicat P est une condition nécessaire et suffisante de R.
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